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; $ as 8 e e pts = ls $ Iiantaris , sz masasral a 105 a. 
denia el esfuerzo de la barra inferior de la pasarela, que se 


La viga tiene T=30000 cm3 y las barras s=2090 cm2 .Se supone el mismo 


Solución: Las barras producen una hiperestaticidad,y la estructura se 
convierte en isostática admitiendo que se conoce X,el esfuer 
zo de la barra horizontal inferior, y descomponiendolo respe 
to a las otras barras da unos empujes ascendentes de valor X 
en los puntos B y C.El diagrama de momentos se compone de la 
sima de los dos siguientes 


que con el de X=1 


nos sirve para operar con el Método de las SY,al expresar que la separa- 


ción relativa de dos secciones contiguas del tirante son cero.Se deben 
considerar también los diagramas de esfue erzos normales de las barras: 
Xy 
7 
Así tenemos las áreas y ordenadas 
N2 5 y (X=1) N2 5 y (X=1) 12 5 y(Xx=1) 
1 27000/El 2/3 5 18000/El 5 3 1ILBDRJEZL aa 
2 9000/11 <= 6 18000/El -2/3 10 4X/ES 1 
3 12009/581 =l 7 1.5X/B1 2 11 DRXX/DS 1/43 
3 36000/El 1 8 IFE 1 12 2x10xX/E8 103 


3 


que da la ecuación 


-105000 + 6X + (4+2/9+20 10/9)*xX*1/5=0 


stas unidades 


a A E a . . A a 3 e a pa 
Como las áreas de lus Clagramas de 
5 E E Te 3 e 
tamblén a es la re E 


Teo ras Teradr, Sra de rs LN) eS sd 
an 1os resiitados en k*m2 pasaremn: 
y y 


2ñosS 
a4 do Lom 


1 (cmá4) /S lcm2)= 


30000*10” (-8)m3/20*10” (-4) 


por lo que  (6+0.15*11.24950591) *X=105000 


Y X=13658 k. 


Si interesara saber el alargamiento de esta barra suponiendo E=2.10%6 k/cm2 
de la definición de este módulo 


E= (X/8)/(d/1) 


se deduce d= (X*1)/(E*S)=400*13658/(20*E)=0.1356 cm. 


EJeecicio n?3 


Comparar la importancia 
sabiendo que el momento 
que la sección del 


Solución= Del sistema 


V+vJ) - 1000 =0 


por lo que además de la incognita del tirante X escogemos H/ 


quedando entonces 


. 
150 


H 
V 
V 


H 


Ú 


a) 


ae 


E ps A 
locar el tirante en el pórtico adjunto, 
ercia de las barras es de 1=2800 cml y 

a á uponiendo el mismo E. 


tático de ecuaciones observamos 
+ H!=0 4 V- 3000 -H=0 


Y 


> 
(3000 > 1)/4 = 750 - 0,25 Y 
1000 =750 + 0.25 Y = 250 + 0.25 Y 


para dibujar los diagramas de momentos 


$0 


OCbservese que Y numárico y otro en función de Y, 
que sumándose és único diagrama representativo de 
Y, en el que hac ue ir las ordenadas correspondientes 
a dos centros de graveded de todas las áreas de momentos. Considerando 
además el diagcama de tracción del tirante, no se o01vide que este diayra- 
y cie debe dividirse por ES, mienrtras que los demás lo deben 
El.Resulta más cómodo multiplicar este diagrama de tracción 
0lcm4)/ 2(cm2)= 4x107 (-2) m2= 0.04 m2 
el Mátodo de las SY quedan las áreas y ordenadas 


14 AX(1/8) 1 0 


Expresando con el método que los desplazamientos de X e Y son nulos queda 
el sistema 
4.8233 X —- 12.66 Y = 1500 
-12.66 X + 37 Y =3875 
que resuelto da Xx = 273.3793 KE, Y = -H = -14.8347 Kk 
y por lo tanto V= 750 - 0.25 Y = 753.708 k. y V = 246.292 k. 
que sustituidos en sus diagramas y sumados al numérico queda 


| 


34 


De suprimir el tirante el sistema se reduce a 


Observese las diferencias: 
12 El cable reduce los empujes H en las rótulas de apoyo en el terreno 
22 También reduce el cable los momentos en los pilares, sobre todo en 
las zonas del cable hasta las rótulas. 


E" 
Ejercicio ne. 9 


Calcular los diagramas de momentos y de cortantes en la cercha 
con peso propio de 509 k/m. 


7 gy FG 
Solución= Al aplicar el Método de las SY,expresamos que los 
desplazamientos de la rótula (horizontal y vertical) son cero, con- 
siderando que si se conocieran H y V tenemos los siguientes diagra- 
mas en un voladizo empotrado a la izquierda 


N2 $8 y (V=1) y (H=1) 

1 2 2 V 4/3 4/3 

2 4 2V 3 1 * que .da el sistema 

3 2 2 V 10/3 273 

4 2 2H 8/3 4/3 21.33 V +8 H = 22627.417 
5 2 24 4/3 > 4/3 8 V +5.3H= 6599.6632 
6 4000/3 1.5 =1 .A que resuelto da 

7 4000 =3 Y 

8 4000 =LO'/3* =2/3 V= 1363.,7059 k. 

9 4000/3 -3.5. -0.5 H= -808,1220 k. 


Las reacciones en el enmpotramiento serán 
Vo4+ VÁ = 2000x 2 = 2828.427 Kk. 
V = 1363.706 k - vA= 1464.721 k. 
MÁ+4000 2 —- 4xV =0 por lo que MA= -202.03 mk. 
Momento en ¡a cumorera= 
Mc= 1000. 2 - 2xXV > 2xH = 1414.2135-22727.41+1616.21 = 303.045 mx. 
negativo, contrario 


Diagrama de cortantes en el conjunto de la estructura 
Peso de un par =500x23x 2 =1414.2135 K 


os 
h202,03 


WéWz2, 
“y 
Ay / 
Reac.isost. 41414.2135 Fo” Ñi114.2135 
Reac.hiper. A 50.5075 <=  202.03/4 -_V 50.5075 
VÍ=f2463.721 k. pi =1363.706 *: 


en cada par 


y | WWW, Za 
pet qe 808,12 


19€ 3,306 


cos f =c0s 45%= Y2 /2 1464.721 x Y2,/2 =1035.714 
-808.122 x [2 /2 =-571.428 = 464.285l 


Acción perpendicular al par = 500x2 ax cos 45%= 1000 k. 


momento en par l=q.=10%,018 mom.par der.= 303.045 
Reac.hip.= 104.015 ERES -35.715 303.045 / 2 12 = -107.14 
Reac.isos= EL cie JON _500_——— 
Taba 285 mA 392.86 
¡ev 0 í 
pct 
gua 
+ / iZ y Ge 7, 
he, 13s O 
1363.706 x 2 /2 =. 964,2857 
808-122 x12"/2 = -5714285 
392.86 
En cumbrera 535.71 x (2/2 = 378,8042 
607.14 x (2. /2 = _429.3128 
1142,85 l 808.1170 


136371 


Ejercicio num 10 -poe y 


Sea el portico simetrico adjunto 


Utilizando el Metodo de las SY considerando incognitas las tres reacciones del apoyo 
derecho X, Y, M,resultan los diagramas de momentos siguientes: 


De donde se deducen las areas y ordenadas 


Num. S el bg! M=1 
1 8X 8/3 0 -1 
Fl 20X 3.3 2 -1 
3 13X 6 8/3 -1 
4 7.5 X 6 5.33 -1 
5 20 X 55 6 -] 


3+ 


6 8X 8/3 8 -1 


ús 10 Y 6 /3 -1 
8 10 Y 5 6.66 -] 
9 20 Y pe 6 -1 
10 32 Y Za 8 -1 
11 4 M -2 -8 1 
12 5M -5,5 -6 1 
13 5 M -5.5 -2 1 
14 4 M -2 0 1 
15 33333.333 -6.25 -3 1 
16 100000 -5.5 -6 1 
17 102250 -5 -6.66 1 
13 33333,333 -4,.75 -7 1 
19 323600 -2 -8 1 
20 5600 -4/3 -8 1 


que da origen al expresar la nulidad de los desplazamientos de las incognitas 
al siguiente sistema de ecuaciones 


XxX Y M IND. 
352.666 284 -71 ES 2082583 
284 469.333 -72 ES 4248600 
-71 -72 18 =  -598116.6666 


que resuelto da X = -3810.09 k. Y = 10236.03 k.  M=-7313.24 mi. 
que sustituyendo estos valores en sus respectivos diagramas de momentos y sumandolos 
con el de cargas da el resultante de la estructura 


d) 


Ejercicio mel. 


Calcular los diagramas de momentos y de cortantes en el 
pórtico 


1000 32 
A |El 
MM 


Sol 
E dá D 
PP 41 E] 
Solución : Expresando por imcognitas las reacciones V”, 
H”"y M”del apoyo derecho, la estructura se convierte en 
isostática con los diagramas de momentos de cada una de 
las acciones " 


2 


a 

z 
DO 

Y 


—» 
H 


Expresando que los desplazamientos de las incognitas son 
cero se obtiene al aplicar el Método (que al estar igua 

ladeas a cero se puede prescindir de los demominadores de 
las áreas El) 


_nt Areas y(v21) ¡(H*=1 M*=1 

1 10 v 8/3 4 -] 
_L 312 V_ e co Lo d) 1 

3 18 H O E =I” 

4 7.5 H 4/3 5 -1 

5 15 H 2 4.5 -] 

e 4.5 H a. 2 2 dl 

Y 6 M o -3 

8 5  M -2 eb, 5 1 
m7 3 M Y ES md. 1 
10 2500 -10/3 23.5 1 
11 6000 Yo -1.5 1 
12 2250 bl -0.75 1 

resulta el sistema 
3 3 
58 v”-p 186 H” - 45M” = 19437.5 


-22 VW” => 45 H” «le 14 M” = -10750 


que resuelte. da VY"z 546.98 k. 
H*”= -197,34 ko. 
M”= -542,63 mk. 


Sustituyendo estos valores en sus diagramas y sumandolos 
con los de las hipótesis de cargas queda el definitivo 


AB 1a73y 


Y yy 06 


Bn el nudo A se tiene 


Empuje horizontal isostático = 28- A 750 k 


do 


Empuje hor. hiperesfaticor=128:133-1519, 144 = $52.66 k. 


— 
Empuje en A = 750 - 552,66 = 197.34 k 
que está equilibrado con el empuje en B que vale 


641.43 = 542.63 = 181,06 /6 = 157.34 
En el nudo C igualmente 


' —> 
Empuje hor. isostático = 750 k. 
Empuje hor. hiperest., = 552.66 K 


Empuje en C = 750 -- 552. 66 = 1302.66 K 


y por “la: tanto la reacción en € es PE REE 1302.66 K 


que con la reacción que se prodúce en D =1184,06, Er 34 
equilibran horizontalmente al empuje sobre po, 


Las reaaciones verticales en C y D son 


Isóstáticas Vi. = 500% es 


hiperestáta) “138: 340 


suma 


Vi. = 500 i 
Y 
46.0el Ao. V”h.= usa 


Reacciones totales V,= 453, 021 ¡E 546.98 1 
Cuya suma da los 1000 k dez dintel. 


Otra manera de obtener estas hiperestáticas es de sumar 
los momentos de la estructura IN 


1500 x 1.5 -1519,44 -542.63 =187,94 


190%, 66 


El diagrama de cortantes los dibujamos añadiendo a los 
isostáticos los hiperestáticos de cada barra: 


6 


BUD, 
552,66 30 E 


Comprobación de V = Tomando momentos respecto a B y su 
poniendo incognióa V el equilibrio obliga a 


Y + 1302.66x 6 - 1519,41-1500 x 4.5 -1000 x 2 )-641.43=0 


de donde Vo= In 03 = 453,01 k: 


Comprobación de V”= Tomamos momentos respecto a A € 
incognita Y 


-4V*4197,34 x 3 -542,63 -1-138,53 -F1000 x 2 = O 
ve= EL paz = 546.98 k 


Conclusiones de este ejerccio 


12) Para tomar momentos respecto al nudo B, debe tenerse 
en cuenta no sólo las reacciones V y H en C sino tambien 
los momentos en C y en B (los de A se anulan) y de esa 
manena se obtiene el equilibrio 


22) Las reacciones verticales hiperestáticas no solo es- 
tán producidas por los momentos del extremo del dintel AB, 
sino que al_no ser horizontal colabora el momento del em 
puje en A multiplicado por la diferencia de ordenadas en 
tre Byas. 


Ejercicio ne 42 


Determinar los diagramas de momentos y de cortantes en 
la estructura adjunta suponiendo que salvo los pilares 
las otras barras pesan 300 k/m. 


20 


E $ 
AN % 

sax. y 
A Un É 


É 


E 
2 be q=:300 x a” 240 k¿m. 


D l 
TI 77) 


Solución : Para aplicar SY daremos un corte en la barra 
AC junto al mudo C, además de expresar las incognitas en 
E, quedando la estructura isostática con los diagramas 
de momentos siguientes; 


e 


2250 yv 


que dan las áreas y ordenadas medidas en sus centros de 
gravedad para las incognitas igualadas a Gra, 


no y X=1 yA Y=1) y (dM=1) 
1 Y. 5X 2 O -1 
2 15X 405 2 -1 
3 To 5X 5 8/3 -] 
4 15X BES 6 -1 
5 7. 5X 5 16/3  -1 
6 4.5X 2 8 -1 
7 10Y 5 8/3 -1 
8 10y 4 20/3 -1 
9 20Y 4.5 6 -1 
10 24Y 1.5 Eg -1 
11 3M -1,5 O a 
12 5M “4.5 -2 1 
13 5M 4,5 -6 1 
14 3M -1.5 -8 1 
15 TO5X?” -5 -8/3 1 
16 Te5X” -5 -16/3 1 
17 10Y” -5 -8/3 1 
18 20Y” —-4,5 -6 1 
19 10Y” -b -20/3 1 
20 32Y* O O O 
21 5M”. HE5 2 -1 
22 5M” 5 6 -1 
23 8M” O 10) O 
24 5000 25.25 -=3 1 
25 15000 4,5  -6 1 
26 15000 -4 -20/3 1 
27 5000 “3.15 -—T 1 
28 36000 -1.5 -8. 1 
29 25600 10) (0) O 
30 28800 -1.5 -8 1 
31 1875 4 -20/3 1 
32 2250 -1.5 -8 1 
37 3375 -1 -8 l, 


=1.,5 


ul 


. 
úl 


' 
O0O0O0OO0OoO00o0OoOrrNOorrOorrnmyNnNOorroOoOo 


Expreseando que los desplazamientos de las incognitas 


cero resulta el sistema simétrico 


228 |X +216 "54 -75 I£' -180 Y*-P45mM” 
216 405,3 -64 -60 -213, 40 
-54 -64 16 13 0 -10 
-75 -60 15 30 60 -15 
-180 -213.3 40 60 384 -72 
45 40 -10| -15 -72 18 
que resuelto da X=-875,7288 Y=2906,529 


x= 674,7078 Y”=1262,655 


que sustituidos en sus diagramas 


Y*él M> 
O (0) 
-2 1 
-8/3 1 
bh A 
-16/3 1 
O O 
-8/3 1 
20/3 pl 
-6 +A 
O O 
O (0) 
2 -1 
o -1 
O O 
8/3 -1 
16/3 -1 
8/3 -1 
o -1 
20/3 -1 
16/3 -1 
-2 1 
-6 1 
-4 1 
3 -1 
6 -] 
20/3 -1 
hi -1 
O O 
-6 1 
0) O 
20/3 -1 
O O 
O O 
son 
283950 
815900 
-112300 
-53906,25 
-98900 
16275 


M=-1122,527 
M”=1623.786 


E 


43 


ASA 


po 


y sumandolos todos dan el verdadero diagrama de momentos 


de la estructura 


SS A a ] 
de po 0 
LIA L, NG Y 
PARES LD É 
Y é 0 ARAS 
NG » E Se 
y >, Pf de E 
) 


AN PP 
Go? Y> Se 
2 Ya 
o 10333) 


nz 


peca = ns [NR 125,73 
$ A 7 
is. [nt - KZ Fo MEE a 4 
A 
eras pod = hat 
225,24 12 
e EN 
= lola 
20653 S 1652, 2_ e 206,53 
iteac Tota fayq3 m0 Y 2946 53 le A 


Comprobaciones de V 
Tomando momentos respecto a E 
sv -225,24 -|-500x3 + 250x6 -18x300x4 -1122,53=0 
o sea Vo 1901 = 2493,47 k 
Momentos respecto a C 
8V-125.73 x 3 -225,24 + 250 x3 -18x300x4= -1504,66 
de donde igualmente  V= 199nt- Te = 2493,47 k 


Momentos respecto a A 


UV -125,73x6 -225,24 -500x3 -875,73x6 -2906,53x4 - 
- 1122,53 =0 


y = 2212:82 - 293,47 ko 


Observese que para llegar al nudo A hay que recorrer dos 
caminos, y se deben de considerar las reacciones en el 
nudo E además de las del: D. 


Comprolbaciones de v? 


Como se harían de la misma manera , utilizaremos una sola 
tomando momentos respecto a B 
-8V"+4-875,73x3-1122,53--250x3-7-18x300x4 =602,43 
de donde V'”z £ 232 23 = 2906,53 k 


Diagrama de Cortantes 


Ys 


Si este problema lo quisieramos comprobar por el Método 


de las ROTASzonSS y que indydablemente es más corto nos 
encontrariamos con lo siguiente 


Fin 


Iw 


4EI LA MEL 
Kio x= K,3 = 5 24 K23 —== 15 Ko =K35= q 
2 2 
p.1 300x64 4.1 240x25 
12 iaa 12 pra 
M2 = 500 -—p 24 8, -F 12 02 
M,, = -500 -P 12 0, + 24 e, 


M23 =-1600 + 15 O, np 70.5 e, 
M = 1600 e 7.5 0,1 15 83 


32 
May ” ho o, - 204 
Myo > 20 e, - 204 
35 * bo 0, - 204 
My, * 20 o, - 20 A 


Equilibrio de nudos 
Mj, TM = 48 0, J- 12 e, le 12 D,= (0) 


E pe ha > Te - - =-2100 =0 
M1 Mos PMo y, 12 8, 1 79 e, 7 7d 58, 20 A 

- e = 12 7. o -20 --2i100 =0 
May 7 Mos 12 0, +7.5 0, 79 0, A+ 
Equilibrio de empuje 


M -M MM, -M 
20 ue $ iS +- 750=0 o. lo que esigual 


Pg E so/3h 4- 750 = 0 


que da el sistema 


ys 9, 12 6, 12 9 0 = 0 

12 719 | 7.5 -20 = 2100 
12 7.5 79 -20 ==-2100 
O -20 -20 $0/3 = 750 


que sesuelto da  0,= -5.56930693 
9,= 40. 50924323 
0¿=  -18.23201551 
A=  44.83292079 


que sustituidos a su vez en las ecuaciones de Jos momentos 
resulta el diagrama de momentos 


La diferencia que se observa con el realizado por el 
Méátodo de las SY está en que ek empuje 250 K que actúa 
en el nudo A, para aplicar el método de las Rotaciones 
se ha trasladado al nudo B, 

Si se utiliza el Método de las SY para este supues 
to del empuje total en B (750 K) es suficimnte operar 
con el sistema que se encontró suprimiendo las áreas 31 
y 32, quedando ahora como t;-erminos ihmdependientes 


273075 / 785400 /-108175 / -52500 /-86400 /14400 


19 


que dan al resolver el sistema 
X= -962,4126 Y = 2812,7884 = -1261,2987 


M 
Xx*=z 390,0350 Y”= 1262,655 M”"= 1630,339 


y sustituidos en sus diagramas y sumados se obtiene 


Observese la identificación con el obtenido por el Método 
de las Rotaciones. 

Pero lo anterior ratifica que a pesar de la compleji 
dad del Método de las SY, es mucho mejor para delimitar 
exactamente los efectos , en el caso que nos ocupa, de la 
acción en la cumbrera dek empuje 250 k.que el Método de 
las Rotaciones no puede resúálver. 


Ejencicio ne13 
Calcular y dibujar el diagrama de momentos en 


Jovele 


y A? 
M GA 
> H ly 
Solución : hy 


En esta estructura existen cinco incognitas en sus 
apoyos. Planteando el sistema de ecuaciones de la Está 
tica se tiene 


= V v” - 1000 = O 
EH = H H*= 0 
= 4V-H-HM -3000 = O 


y expresando el momento nulo en la rótula del dintel 
M,= 2V -4H + M._- 1000 = O 

por lo que al haber cuatro ecuaciones para cinco incog 

nitas , es necesario adoptar una de éstas como indepen 

diente. Así se toma 


H*= X y entonces H= -X 
y de las demás ecuaciones 


Wv + x + M - 3000 =0 


2v =l AX -+ M - 1000 
que al restarlas 2V -3X -2000 = O o sea 


" 
S 


V = 1000 + 1.5 X 
y M = 1000.-=2V -4X = - 1000 -7X 


Al dibujar ahora los distintos diagramas de las acciones 
y reacciones , se observa la necesidad de dibujar dos 
series de diagramas , una para los numéricos y la otra 
para los valores multiplicados por X, y así 


Efectos numéricos 


yg 


Efectos de X 
CX YX 


his 


*X 


Como se ve, para poder medir las ordenadas en el diagra 
ma de X = il, se deben sumar los correspondientes a los 
producidos por X en V,H y M, La anulación del“: dia- 
grama:peor la rótula , obliga a descomponer los diagramas 
numéricos en las áreas que se indican, resultando por 


tanto 

_n? Y X=1 n* S y(X=1) 
1 2000 -1 10 2000 -1.5 
2 14000 1.5 11 2000 -2 
3 2000 2 12 9000 -1,5 
Y 12000 1.5 
5 4000 5 13 8x 17/3 
6 2000 1,5 14 12X 5 
nl 2000 -1.5 15 3X 2 
$ 3000 “1.5 16 3X 2 
9 500 0.5 17 4. 5X 2 

de donde X= - £3730 = - 168,2058 


que sustituido en su diagrama y sumado allos numéri 
cos queda el definitivo 


5) 


Ejercicio nelh 


Calcular los diagramas de momentos y de cortantes en 
la estructura adjunta, estudiando la posibilidad de 


que actúe o no los empujes laterales.Peso de las vi 
gas 600 k/m. 


Solúición 


Convertimos la estructura en isostática dándole cortes 


en los nudos 7,5 y 8 quedando los diagramas de momentos 
siguientes 


Z 


que dan la tabla de áreas y ordenadas 


a de e lie olaa Di de E 


M1 


pa EN pa 1 
a ii a id e die 
1 


H"L) 


a a 
oO0OFDDOVVOFOOLOFPLOFOOOLVONARONLRONS 


id dl Sir e id de 


Ma nm mn 1 MN mn 
o o . . . o 
ARI IA IO MI AI 
1 

nm 

n mm SN 
parao d?Io0004 07 FONINFOONDONO 

> SN 


y(x"1) y(11) y(M”1) y(x%"1) 


M=1 


H=1 


A an 
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E E 


nt _S. y(v=1) y(8=1) y(M=1) y(v*%1) y(H"1) y(m“1) y(v"i) y(H4"1) y(m"1) 


35 51200 -6 9 -1 (0) O (0) 10) (0) 0 
36 57600 -8 TS -1 O O 10) 10 O 10) 
37 57600 -8 b.5 -1 -4 1.5 -1 10) 10) O 
38 57600 -8 1.5 -1 O 10) 10) 4 1.5 -] 
39 6400 10) 10) O -3 3 -]1 10) (0) 10) 
O 14400 -8 4.5 -1 -4 1.5 -1 (9) O (0) 
41 14400 -8 1.5 -1 (0) 10) 0) aby 1.5 -1 
42 6400 10) 10) 0) 3 0) 1 -3 (0) - 1 
43 14400 -8 1.5 -1 -4 (0) 0) 4 1.5 -1 


y para estudiar los empujes hacen falta los datos que siguen 


44 450 8 -7 1 0 0) 0 0) (0) (0) 
45 900. 8 4,5 1 4 -1.5 1 10) (0) 10) 
46 900 és -l 1 4 -1 1 (0) 10) (0) 
47 2700 8 -1.5 1 (0) (0) 10) 4 -1.5 1 
48 1350 8 -] 1 10) (0) 0 4 -1 á 


De donde se obtiene al expresar que los desplazamientos son nulos 
el sistema, en ql que se han espresado los terminos independientes 
relativos a considerar solo los pesos y solo los empujes: 


746.6 |VY -612H 10 96 |v”-36 Peña 24M” 96V"-36H" 24M"= 2035200 


: Ae 

1134 -159 -54 | 22.5] -13./5  -1 9| -4, =-1316400 

h 26 124 -4,5 3 12 -415 3|= 267200 
-630 


90. -21.[ 2 -8 = 345600 


: ="7200 
(0) . y O | =-127200 
2250 

8 12 -4|= 72000 
-1800 

69.31 -42 20 |= -96000 
¡ - 16400 

"5 -21|= -148800 
5400 

10'= 93800 

-14050 


Con los primeros términos independientes se obtienen los valores 


Vuz= 6$80,3989 VW= - 8473,4555 y" = -26835,9732 
H = 6009,7509 H*= - 7379,3187 H" = -1625,0239 
M = 30704,2323 M”= -7906,7661 Mw" = 26578,0861 


que sustituidos en sus diagramas y sumados resuja el diagrama de mo 
mentos en la estructura, exclusivamente para ha hipótesis de cargas 


en las vigas 
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Se han marcado lós empujes en los dinteles. El estudio 
por separado de los empujes exteriores, se hace resol- 
viendo el sistema con los segundos valores de términos 
independientes, resultando 


Vu= -2,01689 V”= -330,5676 V" = -637,5773 
H =232.221 H*= -324,1228 H" = -237.307 
M = 1804,34 M*= -453,8449 M" = -490,1443 


que operando igual que antes resulta el diagrama 


2 ple ARA ES 4 GUSÓ 233 22 
209,91, C 301,93 A de dl 
dá A S ed 

ES mM 
N Al! 446,6 


—> 


Á4—= 5] 222 
arñr 32y 1 a. — cido pa 
2 DN 


| Ml IS Z43 108,1 
(2087 4727 
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| 
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324 12 y : pj $ 
els _— d ali Ñ JoY lo do 8611 
= 2973) fe _— 372,42 339,11 244,91 
13 e 


V £ Ñ 
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Observese en los distintos niveles de las vigas el equi 


librio con los empujes exteriores 100 
o. ——— a 
232,27 “F 332,22 -F 100 =0 
es U —> +— — 
324,12 4 332,22 F 108,10 +- 100 =0 
—p> 4Y— A4— — 
324,12 +4 237,31 + 108.10 + 294,91 4- 100 =0 


De querer considerar simultáneamente los pesos de las 
vigas y los empujes exteriores, el diagrama de momen=- 
tos es la suma de los dos anteriores, resultando 


TR 
ICI > LICET LE. | 
52 624177 o F a <Á <= mp 
AQ > ESA Es 


e] 
470215,9 ) 


A 
CULTA loo rr03 44 
A26Í. 4? 
(e 
PP E ren 
16177) 


<— d> 
e a 581,1! 


“40677,64 


<= 
Arcun CM] LEAR 464 bl 
o E21147 Peac. 1362/22 (hac, “<— 
a vb a473,5) laa rr ió > 


Fyvyr YU Téoo Y, 


Observese el equilibrio en cada nivel : 
¿E o SE —> 
e241,97 + 6341,97 + 100 =0 
<— -— —- — 
7703,44_— <- 6341,97  - 1261,47 4 100'= O 


—> Á— Á— —»> 
7703,44 + 1882,33 + 1261,47 4- 4679,64 -p100 =0 


Comprobación de las reacciones verticales 


Reacción V en el nudo 7. la calculamos tomando 
“ a) Momentos respecto al nudo 2 
' (8v -6241,97 x9 + 32508,54)- 600x8x4 -12157,88= O 


de donde V= se tot = 6878,38 k. 


: lo) Momentos respecto al nudo 5 


(4v-6241,97 x3 +-32508,54) + (1862,33x3 -+ 26087 ,94 ) 4 
UM -30195,16 x4 +423270,63 Y 4079,64 x 3) 600x4x2x2 >/- 
- 100x6 + 100x3 =0 


E, de donde  V= ¿dd = 6878,38 k. 
Ls a) Momentos respecto al nudo $ 


, (4V_-32508,514)-+-26087,94 (-30195,16x4-)-23270,63)/-1080x9 
-H100x6-+-100 x3-)-600x8x2=0 V= 6878,38 k, 


La reacción V" en el nudo 9 se calcula 
por a) tomando momentos respecto al nudo 1 
8 V" (27473, 54x4 Ed 1862,33 x9 ¿26087 ,94)4- 
+ (4079,64 x9-4+23270,63) + 4800x4-|-4800x6- 
-100x3-100x6-23669,17=0 
de donde V" = 241561,29 = 30195,16 k 
8 


O pon bh) tomando momentos respecto a otro nudo ,como 
el 3 
-4V"-4-23270,63-4-4679,64x6-)-32508, 54-)-6241,97x6-+ 
0878, 3Ux4-4-26087 ,944-1862,33x6-4-488x2=0 
de donde yu 200,07 =  30195,16 k. 


Si se estudian los traslados de los empujes se ob 
serva 


Del nivel 1-2 al 3-4 
—» e —_— 
241,97 =|- 100 = 6341,97 


porque los producidos por los momentos en la barra 
2-4 forman par y entre ellos se anulanmm 


En el nivel 3-4 hay carga acumulada en el nudo 4 de 


valor 6341,97 -—|- 100 = 6441,97 
que lo equilibran los efectos hiperestáticos de las 
barras 3-5 y 4-6 —o> a — 


7703, 44 + 1261,47 = 6441,97 


Si se hare ahora el traslado al nivel 5-6 se tiene 


¿a 
A se transmite los 6341,97 del nivel 1-2 y los 
Es e 'e 
100 del 3-4, y se añaden los 106 de este nivel 5-6 
dando un total de 541,97 k , que lo equilibran los 
empujes hiperestáticos de los pilares 5-8 y 6-9 
AAA 55... AAÁAQAÁ A 


1862,33 + 4679,64 = 6541,97 k. 


Conclusiohes 

12%) En cada nivel de una estructura existe equilibrio 
entre los empujes y kas fuerzas deducidas de los momentos 
de los pilares adyacentes por encima y por debajo deaquél., 

22) Los empujes isostáticos que se acumulan en un nivel 
son equilibrados por las fuerzas deducidas de los momentos 
de los pilares inmediatamente inferiores. 

33) ¡En las comprobaciones de las reacciones verticales 
tomando momentos respecto a un nudo deben de tenerse en 
cuenta 

a) Si el momento se logra siguiendo un único camino 
(caso del ejercicio anterior al tomar momentos respecto 
a los nudos 1 o 2) el equilibrio se obtiene por los momen 
tos que llegan por ese camino. 

lb) Si existen varios caminos (caso de los nudos 3 a 9) 
es necesario contar con todos los efectos que puedan pro- 
porcionar todos los caminos, despreciando los deun nudo 
intermedio si los momentos en el mismo se equilibran. 
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Determinar el:diagrama de momentos en la estructura 


clásico podría presentar dudas de su comportamiento a los 
empujes, Por este método no hay que preocuparse porque a 

la estructura la hacemos isosteática expresando las in- 

cognitas de los dos apoyos extremos, resultando los diagra 
mas de momentos 


y la única dificultad es hacer el cuadro de áreas y or- 
denadas, que aunque es fácil es lo único pesado 


no 


As 


NY A=ZGU E NP 


Expresando los productos que indican los desplazamientos son 
nulos queda el sistema de ecuaciones 


MA X=1 Y=1 
Y.5x 2 O 
15X HS -2 
7.5X 5 -8/ 
BE5X 5 -4 
9X bs -b 
4.5X 2 -4 
O. 5X 2/3 4 
10Y -5 8/3 
12Y -h.5 n 
12Y -1.5 4 
AY 0,5 4 
3M -1.,5 0) 
5M 4.5 2 
3M -h,5 Y 
3M -1.5 Y 
M 0,5 4 
4.o5Xx” 0 0 
7.5K” (0 (0) 
15x” 0 0 
4,5x” 2 -h 
9x” 1.5 -4 
0,5xX”  -1/3 -b 
2x” -0,5 -l4 
10Y” 0) 0 
12Y” 1.5 4 
hy” -0,5 4 
33m” 0 0 
5M” 0 0 
3M” -1.5 Y 
mM” 0.5 4 
4500 5 -8/3 
2700 5 -d 
2700 -1 Y 
1800 0,5 4 
300 2/3 4 
25000/3 5,25 -3 
15000 4.5 -k 
900 4 lb 
1800 1.5 -b 
900 1 -4 
1200 -0,5 -4 
100 -2/3 -4 
25000/3 0 00 
1500 (0) (o) 
900 -2 y 
100 -2/3 4 
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186,3 [x -120 |Y -44.51m  21.3|x” 16YY” -4 ¡(M= -150316,6 
KN 138,6 38 -64 -64 16 | = 105000 
: 15 -16 -16 bl =  29833.3 
AMuiélica 183.3 114 -43) =  56583.3 
5 90,6 -26| = 35400 
12l = -11433.3 
que resuelto da 
Xz=  -40,3682 Y = 1506,4752 M= -367,9254 
X= -390,1141 Y”= 1763,3885 M*= -429,4591 
y trasladadosa sus diagramas yw sumándolos dan 
20 
<> 62 
h 0 


> 


pa a : 501! 
AE 5516 3765 -—> Y 10, 
07? 1242 - 2308 


SN 
zZ2006 


¿— <— 
Es <— 10)! 
120,3) _ 370,1! 

¡pai AE 


“340,01 
Deac. Aga Mas [21 A lus 
pac. liJuvk n Fry [ra 1 > 
A TL ase” plas ¡ada 
E La de TA 
A 
| 064%) 130,191 16), 
Virac. TOT. y Se 
S 600 le E (0 m | [de Bustelo e ico)y Son k/ 
Ilma llacrino, aúenle! a qa. 
» a Lerma = e h0.07 423018900, =- 200 > (Zo, ) 


él 


Conclusiones de este ejercicio 


—> 
12) El empuje (t00-40,37=559,63) en el nudo 1 da un mo 
mento en 2, que sumado a los momentos del dintel 1-2 


-559,63 x 3 -246,83 4-899,82 = -1025,9 mk 


que al dividirlo hor la anchura del vano (4 m) da las 
reacciones hiperestáticas en los apoyoa 5 y 6 


10í5.9 . ' 
102519 = A 256,475 y x 


2%) Identicamente el empuje en el nudo 4 ( 200+4-390,11 = 
= 590,11) da un momento en el nudo 3 que sumados a los de los ex 
extremos de la barra 3-4 


590,11x3-447.67+-740,88= 2053,54 mk 


al dividirlo por su vano ( 4 m.) da las reacciones hiperes 
táticas en sus respectivos apoyos 


200054 - | 513,39 Te 


32) He todo lo anterior se deduce que si los dinteles 
fuesen horizontales solo producirían reaciones hiperestáticas 
los momentos de dus extremoS. A esta misma conclusión ya se 
llegó en el ejercicio 4%, 


Ejercicio Ne l6 


Determinar los diagramas de momentos y de cortantes en la 
suponiendo que el peso propio de las 
barras es de 400 K/m. 


estructura adjunta, 


/ 
Solución Adoptando como incognitas las reacciones en la 
rotula quedan los diagramas de momentos para aplicar el MBe 


todo de las SY 


que dan el sisgema 


nt 2 y(X=1) 
1  4,4x - 

2 23.43X 

3 19.525X  19/3 
4 10X 20/3 
5 20X 

e sx 8/3 
7 23.43Y  19/3 
S 7.51 16/ 


409.523 X «++ 440,39 Y =1523232,24%8 
440,39 X -+ 702,72 Y = 2687235,24 


X= -8$31,0) k 


IO EVO 
úl 


que tiene por soluciones 


Ss y X=1) 
30Y 6 

36 Y 2 
28116 -19/3 


24398.57 -6.75 
82860,25 -6 
32430 -16/3 
50000 -5 


130176,2 2 


Y = 4344,88 k 


que sustituidos en sus respectivos diagramas y sumados al 


del peso propio 


NÉ y 
ÉS $21 0+ 
S 


¿lor =Hh 
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» 


Or a - A 
Ve= 3511 i£ 4 
770 I A 9 hr > 43484, 3 E 
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Reac. fot: aa 387% S . 
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Bit E IN E y 
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ld Ein 
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Ñ Vi + 6 q 44 _qoox4xó- il 
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Ejerciaen 1 


Calcular el diagrama de momentos en la estructura suponiendo 
solo peso en los pares de 1200 k/m- 
Gr Sm 
SW 
3 im 
hm 1 Jm: 

Solución = Las cargas normales a los pares valen 

p=1200x0.8=960 k/m qa=1200:x0.6=720 k/m 


La estructura se hace isostática dando cortes al pie de los dos 
pilares derechos, y considerando el conjunto como un voladizo se 
tienen los diagramas de momentos 


- 6h 


que dan las 


NL Z y (X=1) 
El HAL DE 10/3 
2 10X 23£3 
3 DON d 

4 TR 8 

5 30% dad 
6 7.5X 5 

Y 15X 40 
8 2.5DX 2 

9 De DY 23/3 
10 10Y e 
11 Ad Ti 
12 10Y 4 
13 DY 4.5 
14 33Y d..D 
5 5M =D 
16 5M =] 
17 BM Teo 
18 BM =4.5 
19 - 3M DD 
20 18Xn 0 
2l TERA 5 
22 15xN 4.5 
23 4.5XN 2 
24 LO YN 4 
4) 12YN A. 
26 6MA 0 
27 5MnN. -4.5 
28 3MO. 1.5 
29 15000 -8 
30 45000 =17.,5 
31 60000 =y 
JR 20000 -6.75 
3.3 225000 -4.5 
34 120000 -3 
35 20000 -3.75 
36 315000 —L 0 


Igualando a cero los 


y(7=1) y (M=1) 
0 =1 
2 -1 
1.5 -1 
13/3 -1 
5 -1 
25/3 -1 
9 -1 
11 -1 
2 -1 
17/3 -1 
5 -1 
29/3 -1 
9 =1 
11 -1, 
0 1 
-1.5 1 
-5 3 
-9 8 
-11 1 
0 0 
25/3 -1 
9 -1 
11 -1 
29/3 -1 
11 1 
0 0 
-9 1 
1 1 
-2.25 1 
-5 1 
-17/3 1 
-6 1 
-9 1 
-29/3 1 
-10 1 
-11 1 


desplazamientos de 


y (kñn=1) yiv2=1) viNA= 
0 O O 
0 0) Y 
0 0 O 
0 0 0 
0 0) 0 
5 4/3 el, 
4.5 2 =1 
2 4 =1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
4 873 =L 
¿E 2 A], 
1.3 3 se 
10) 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
-4.5 «E 1 
LB ae 1 
4 0 1 
5 4/3 =1 
de D 2 =*L 
2 4 =l, 
a 8/3 dl 
Lab 4 Al, 
=3 0 1 
dl. 5 Hd 1 
lb -4 1 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 0 
4... E =2 1 
-4 8/3 1 
dd o =9 1 
=L. 4D -4 l 


las incognitas gueda el 


X Y M Xx) YE MA * indep. 

5634 di 487 -112 111 58 21 = 3052500 

187 921.33 -110.5 24 228.65 -78 = 7568750 

-112 -110.5 Ze -27 -22 8 = -820000 

114 247 =24] 186 58 - 45 = 20400009 

- 58 228.65 -22 58 74.66 =da = 2090000 

-27 -78 8 -45 -22 14 =  -6800500 

úe resuelto da 

X= 2424.1405 E Ye 1413.629 E M= 8257.0237 mE 
Xñ= JidDsiaL E Yñi= 26705.9347 M Mni= 12398.362 m 


atar ama 
S1:5 Lea 
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Sustituyendo estos valores en sus respectivos diagramas y sumandolos con los 
> las acciones queda el definitivo 
de las acciones qued l definitiv 


h+hi+h?=0 
y et al 13 
H=- 34935122 29 hor =-59 7 33,14 


3764, 1 


12) 02 


2281163) TN e 
5303. > == e 
Reac. 1508= Pausa 30001 1557143 42358 


Reac.hipe= 


dy: ZUZl 


-2424.405: 


5899,525x3 ' -28815.19: 
+14416,897 -3864.998: 
+20362,83 = 52478.30/4 4 / ] 35104.597/7 

13119.575 13119.3575 5014.94 | 


V-= JPorTS.575 yl 26705.945 
Comprobación de v,VÁy vhh=Tomando momentos respecto a A,B y B 


4V +5899.525x6-3281.678+20362.83-6000x2= 0 (O sea V= -10119.575 k 


3VA-10119.575x8+5899.525x9-3475.12x9-3281.678+12398.36- 
-8803.505-6000x6-6000x2=0 O Sea Vá= 26705.945 k. 
VÍA -2423.405x9+8257.027+8803.505+6000x1.5=0 vih = 1413,63 k. 


CONSECUENCIAS 


12 Las reacciones hiperestáticas de las barras 
inclinadas estan producidas además de los 
momentos en sus extremos por el traslado de 
HA=5899.525 Kk. que anula el momento de su. pl 
lar y produce respecto al punto A el moment 
5899.525x3=17698.575,que sumado a los 
14416.897+20362.83 da 52428.302 que dividicd 
por dm. da 13119.57kK reacciones Hiperest. 


e 


22 En el vano derecho las reacclones niperestácicas se tesuelven, 00ser- 
vandso que en B los momentos se anulan ,y al tornar momentos respecto a 
= —-2121.1408:1-28815.199-3864.953= -23104.597 que dividido por la 
rgitud del vanoidistancia entre pilares) 

da Como reaci 


ones hiperestáticas 


nu 


[49] 
bs 
O 
A. 
. 
ul 
1) 
] 
po 
a] 
5 
43] 
> 
hs 
de 
. 
o) 
ds 


==> , 3864 Py) 

2N2Y ¡NOT hm Z42y, YoS 

32 Observese la existencia que existe con un dintel horizontal,en el que 
el traslado de una reacción horizontal no produce momento. 

42 La componente horizontal en A equilibra a la que se ha trasladado a C, 

dando también si se toma momentos respecto a C el mismo valor -35104.597m* 


E 63 


Eseecicio 


Calcular la Viga Vierendel de tres vanos con peso proyplo 
en las barras superiores da 1009 k/m. 


Dando cortes en las tres barras verticales de la derecha,se con- 
vierte la estructura en isostática, dando por consiguiente nueve incog- 
nitas .Para los diagramas de cargas determinemos la reacción derecha 
tomando momentos respecto al apoyo izquierdo j 

+ -3*V0+1000*2.5+3*100*1.5=0 de donde VN= 
así se obtienen los diagramas de momentos de incognl 
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e ontienen las siguientes áreas y ordenadas 
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sus respectivos diagramas y sumados con los 
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